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EINIGE ALGEBRAISCHE RECIPROCITATS-SÄTZE 


Dt. B. IGEL, 


DOCENT AN DER K. K. TECHNISCHEN HOCHSCHULE IN WIEN 


VORGELEGT IN DER SITZUNG AM 5. JÄNNER 1888.) 


la Crelle’s Jonrnal, Bd. 69, S. 355 hat Clebsch einen merkwürdigen Reeiproeitäts-Satz bewiesen, konnte 
aber die wiehtige Combinante, die in diesem Satze als Multiplieator auftritt, nnr in speeiellen Fällen dar- 
stellen. Erst im Band 70, S. 175 gibt er mit einigen Modifieationen eine Mittheilung des Herrn Gordan, in 
welcher derselbe die betreffende Combinante allgemein ableitet. Da diese Herleitung in symbolischer Forn 
geschieht, und da ferner das Schlussresultat zu eomplieirt erscheint, so versuche iel im Folgenden zu einer 
einfacheren Gestalt der Conibinante in realer Form zu gelangen. Telı folge hiebei bis zu einem gewissen 
Punkte den der Herleitung des Herrn Gordan zu Grunde liegenden Prineipien und modifieire nur dieselben 
für reale Formen. 

Was den Inhalt vorliegender Arbeit betrifft, so sind die 88. 1 und 2 dem Satze von Clebseh gewidmet 
die SS. 3 und 4 behandelu den Zusammenhang, der zwischen der in Rede stehenden Combinante und einigen 
in der Theorie der Steiner’schen Fläche auftretenden Formen besteht, und dabei zeigt es sich, dass derselbe 
viel enger ist, als er in den Arbeiten von Clebsch! und Rosanes ? erscheint. Im $.5 werden die siel als 
Analoga zu dem Satze von Clebseh repräsentirenden Reciproeitäts-Sätze des Herrn Rosanes im Band 75, 
S. 167 nnd des Herrn Frobenius im Baud 77, S. 247 des genannten Journals behandelt. Die Sätze des Letz- 
teren beziehen sich allerdings nur auf Functionen einer Variabeln, allein Herr Paseh hat im Band 80, S. 177 
gezeigt, wie dieselben auf homogene Formen mehrerer Varjabeln auszudehnen sind. Alle diese Sätze sind, 
wie ich glaube, weniger Avaloga zum Satze von Clebsch, als vielmehr Verallgemeinerungen gewöhnlieher 
Determinanten-Sätze und in diesem Sinne werden sie auch hier behandelt. Der $. 6 ist dem interessanten und 
für die Geometrie wiehtigen Satze des Herrn Brill in seiner Abhandlung „Über zwei Berührungsprobleme*, 
Matlıem. Annalen, Bd. 4, S. 527 gewidmet. Es wird daselbst gezeigt, dass dieser Satz eigentlich nichts weiter, 
als der oben erwähnte Satz des Herrn Rosanes ist. Endlich wird im $. 7 ein interessanter Satz von den 
Steiner’sechen Curven bewiesen. 





1 Crelle’s Journal, Bd. 69, S. 357. 
2 Über Systeme von Kegelschnitten, Mathem. Annilen, Bd. 6, S. 204 f. 
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8.1. 


Un: nun den allgemeinen Satz zu beweisen, welehen Clebsch folgendermassen fornulirt: 


„Es seien fs fe 


fayı +1 homogene ganze Finetionen ter Ordnung von n Variabeln x, 


raye, ferner Yj; 95-.-9n+1 die aus ihnen gebildeten Functionaldeterminanten und Y, Pys... Pupi 


Toy. 


wieder die aus den y gebildeten Functionaldeterminanten. Dann unterscheiden sich die y von deu f 
uur um einen gemeinsehaftlichen Factor M, so dass man die Gleichungen hat: 


1) 


Wi = Py S apoo ne = = 


um ferner den Factor M zu ermitteln, gehe ieh naeh dem Vorgange des Herrn Gordan von der Voraus- 
setzung aus, dass es, da in den $ keine höheren Differentialqnotienten der f als die zweiten vorkommen, 


genügt, wenn man die Bildung von M unter der Annahme vornimmt, dass alle f von der zweiten Ordnung 


seien, und man erhält aus diesem Resultate sofort das allgemeine, wenn man darin statt der Co@ffieienten der 


Fnnetionen zweiter Ordnung die zweiten Differentialqnotienten der f setzt. Ferner mache ieh, gleichfalls nach 
dem Vorgange von Gordan, folgenden Ansatz. Die Funetionaldeterminanten 9 (dividirt durch passende 


Zahlen) erseheinen als die Coeffieienten der « in der Determinante 
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Ebenso erhalten wir die Fnnetionaldeterminanten Y als Coefficienten der 2 in der Determinante 
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Multiplieirt man nun die Determinanten D und A, so bekommt man folgende Determinante: 


2) 
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|1 „fe dpr 
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Die Determinante D versehwindet, wenn wir in ihr die œ dureh die f oder dureh ilre uach einem x 
genommenen Differentialquotienten ersetzen; ebenso verschwindet die Determinante A, wem man in ihr die ß 
dureh die 9 oder durch ihre Differentialquotienten ersetzt, d. I. es bestehen folgende Gleiehungen: 


5. hathpt - a Sejo Cpa = 
tt. Hp Yagi =Ü, 
ans welehen sofort folgt, dass die y den f pioportional sind. 


Was nun den gemeinsehäftliellen Faetor betrifft, so kommt es nach Qordan darauf au, zu beweisen, 


dass einerseits die Determinante 





ee fe Dyr J S dfr 89, > fi dyr | 
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symmetrisch sei, was so viel sagen will, dass die Gleiehungen bestehen: 


> ofr 09: x dfe dyr 
dr oe, az ory” 





und dass sie identisch versehwindet. Das erstere folgt leicht aus den Gleielmngen 
D D 


fe 
S ap el 
Pa dz; ; 
7) 3f 
y pE 
pa Yi dr, =- 0, 


denn differenzirt mau die erste dieser Gleichungen nach «w, und die zweite nach .r, nnd subtrahirt sie dann 


von einander, so erhält man 


5) N dfe dpr N dfe dpe _ z0 
D en nn 





Was die zweite Behauptung betrifft, so sieht man dieselbe auf folgende Weise leieht ein. Multiplieirt man 
nämlich in D die zweite Verticalreihe mit ,, die dritte wit w, u. s. w. bis die letzte mit w, und addirt die- 
selben zn der mit œ multiplieirten ersten, so kommen in derselben lauter Elemente vor, welche in Folge der 


Identitäten 
ați n a1 
do, of; 
` Y E E Ter = V k fr zZ (l) 
epa 0.2, dr, É ð Li 
k=t )=t k=l 


identiseh verschwinden. Das Prodnet D.A lässt sieh demgemäss naeh bekannten Sätzen in der Determi- 


nauten-Theorie in folgender Weise schreiben: 
1 Ofr 6 0%: 1 of; dpr Íl df; dyr 1 SQ, dfi i 
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Da die « und ß beliebige Grössen sind, so können wir sie so annelımen, dass folgende Gleichung 
besteht: 


10) Seh = Mea 


Verfährt mau nun hier ganz wie oben, indem man zuerst die ate Zeile mit x 


n? 


die (n—1)te mit x„—ı 
u. s. w. multiplieirt und zu der mit x, multiplieirten ersten addirt, wobei in dieser alle Elemente Nullen sind, 
bis anf das letzte, welches gleich &5;/, wird, und nachher dieselbe Operation mit den ersten Vertiealreiheu 
maeht, so geht das Product über in: 


en ef, 9 Yk - l N. ô fr dp; | 





In 2, de, dx, Zn Zeh, 0, 

E or NR ie 

11) DA = (—1)e-t +o D ae G a ee a 
TAE TPE a | 

Zeh L 

m e e a S AA de, 








Bezeichnet man diese Determinante mit «,,, s0 folgt die Form von M: 


11? 
12) M=— a 


dass «,, den Factor x? enthält, wird das folgende Beispiel zeigen. 


2, 


IR 


Ich will nun die Richtigkeit der Formel 12) au dem einfachen Beispiele für vier ternäre quadratische 
Formen bestätigen. 
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so ist z. B. 
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f, 
f ar ; Br 5 2 i 
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e (iD gg Oie ie aa) ata n Uie er dz) + 
Ha C i a a C a aa). 
Es wird wohl genügen, anstatt die Unterdeterminante 
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zn untersnchen, den einfachen Ausdruck 


ai TA eea J. v 


dr; 234° BED Fre 234) 


in Betracht zu ziehen. Die Entwickelung dieses Ausdruekes zeigt zunächst, dass derselbe den Factor st 


1 
hält, d. b., dass alle Glieder, in denen w? nieht als Factor auftritt, verschwinden müssen. So ist z. B. der 
Coëfficient von adırz 


ent- 


yY a Kal ba r o N 
E Eare bg Cag Uag- SEQ zz O2 Cpo dog + Hg ba Ca Tg HU brg tr leg 2 IE log bre Cag za Hg bia Caa lga =, 


der Coëfficient von z$ en 


Seit d Sta, Ù — (+ a C, lb, 


2 22‘ 23° 2a aa ly3 1220227753 


der Coöffieient von DL 


v ; y 5 — AS en 
EN a a AED lg rt bad) = d 
MR ii 


Da in der Entwickelung folgenden Ausdruckes 


we T 


= 9% gg. 
du, \ Cr, OE3 
aus demselben Grunde die Coöffieienten verschwinden müssen, welche æ? nicht zum Factor haben, so folgt 
offenbar, dass dies auch der Fall ist bei Ausdrücken von folgendem Typus: 
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Um sehliesslich die Identität 


1 Sy d? "fr 1 5 Pf 

Ga E Fe. 
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nachzuweisen, genügt es, uach den Grundsätzen der Invarianten-Theorie zu zeigen, dass ihre ersten Glieder 
übereinstimmen. Das erste Glied der linken Seite ist 

E > > s si + N a 

Dbm as zu G 2d r ib, Ey laga Sh & aza tE ha Cas 

5 5 x = 

F Claye digs EC adag HE C g dia» Sat 
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ar a N N > Sy » H N a 
Sbit Cieli Eht eds: 2 bii Cied © bir iaig Ehn Cigs E bii Gali 


Nu N, N Na N N I, 
X cti diss Cirit > Ci aie dsg | + |E cirai tis Scule X Cith] + 


N N > 1 NV N 5 
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Die erste und vierte Determinante dieser Summe verschwinden; denn entwickelt man dieselben, nach- 
dem man die Elemente derselben nach den Uuterdeterminanten entwickelt hat, so bekommt man Deter- 
minanten, deren Elemente der Einheit proportional sind. Was nun die zweite Determinante anlangt, so sieht 
man leicht ein, dass dieselbe die Unterdeterminante der Reeiproken folgender Determinante 


b 


de) 
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| a3 bg C23 o3 


aye bigis die 
g b13613 %3 


und zwar der Coëfficient desjenigen Elementes ist, welches als Coëfficient von dy, in dieser Determinante vor- 
kommt. Nach cinem bekannten Satze ist daher die zweite Determinante gleich 


E da)” 


Um schliesslich die dritte Determinante anszuwerthen, bilde man folgendes Product: 


v è y N 
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Dieses Product ist, da die Factoren Minoren der Determinanten 


1), = Sa n etg 


w o 
Dee ag 
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16) EE OR 


Das Product 15) lässt sich aber in folgender Weise darstellen: 


Sb Giefligs Fbi Cala, X bir Cagdas | |E Mi alias Fbir G22; Ebi G34 
Y cu tiafis Foods, E Ceha h| E Cii Geti S Caie, P = 
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Der zweite Summand verschwindet offenbar wegen des zweiten Factors und es ist daher der erste Sum- 
mand gleich 


È DÈ. 


mi 
. 


Eine kleine Uberlegnug lehrt, dass jeder einzelne Factor gleich sein muss 


N), 
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Und da die Determinante reehts in dem Produete aus der dritten Determinante in 14) dureh Vertausehung 
der Colonnen entsteht, so erhalten wir endlieh den Coëfficienten von qf in 


UCET Isa Jira) 


in der Form 
q] 2 Ay i 
Jan dee = eE ende) CEE 
Denselben Coöffieienten von xf treffen wir aber auch in dem Prodnete 


ist Ask 





dx, 00, 6 L 0x, dx, 

en: 
Al Fi 90, 1 N dfr dp; 
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wodurch wir also unsere Behauptung bestätigt finden. 


Clebseh schon bringt in seiner ersten Abhandlung die Combinante M für vier quadratisehe Formen mit 
drei Veränderliehen mit Formen, die er in der Theorie der Steiner’sehen Fläche ! gegeben hat, in Verbin- 
dung, indem er mit Hilfe dieser die Combinante M für diesen speciellen Fall ermittelt. Da mir dieser 
Zusammenhang viel tiefer zu liegen seheint, denn der in Rede stehende Satz von Clebseh leistet aueh 
seinerseits gute Dienste in der Theorie der Steiner’schen Fläehe, so will ieh auf diese etwas näher eingehen. 
Man erhält naeh Clebseh die Gleiebung desjenigen zerfallenden Kegelsehnittes der Gruppe (abed), welche 
in x seinen Doppelpunkt hat, oder indem man œ willkürlieh lässt, die Gesammtheit der zerfallenden Kegel- 
sehnitte der Gruppe (abed) in der Form: 


an ei 


OL, Bin, 


kw | 
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fay) | 


= A+V B+dO+4D—0. 


Ein solehes Geradenpaar, welehes den Punkt v zum Doppelpnnkte hat, ist das Paar der von x an folgen- 
den Curve gehende Tangente: 


1 Über die Steiner’sche Fläche, Crelle’s Journal, Bd. 67, S. 1. 
Deukschriften der malhem.-naturw. Cl. LIV. Bd. Abhandlungen von Nichtmitgliedern. l 
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Das Prodnet der vier Gleichungen der in der Gruppe (abed) vorkommenden Doppelgeraden findet man 
in folgender Weise, Wenn x auf einer der Doppelgeraden liegt, so fallen die von x an die Curve 18) gehen- 
den Tangenten in dieselbe Gerade zusammen und v ist anf der Curve gelegen. Man hat also uur nöthig, die 
letztere in Punktcoordinaten darzustellen und die laufenden Coordinaten mit x gleichzusetzen. Es ist also die 
Gleichung der vier Geraden in folgender Form gegeben: 

Di Dia Ds a 
Da Dia Das % EEE 
ee at, 


t 


a 


19) 


wenn man die Gleichung 18) nach den x ordnet und sie, wie folgt, schreibt: 
EN Dr = U. 
Die Identität der Combinante W mit ler Form 19) beweist Clebsch, indem er die vier ternären Formen 
in der Gestalt annimmt: 
fi = 2m 93 
fa = 2m 


fz 


f= nin tn 


Il 


20, 


Die x werden dann, bis auf einen gemeinsamen numerischen Factor 
2n ngg > mn, 
m NN NN Yang — n3 

und M ist, wie eiue kleine Rechnung zeigt 


20) M = (ni tng tn) (m Hnn) (nng Hng) a Hng Hng) 


Dieser Ausdruck gleich Null gesetzt, gibt das Vierseit in der Abbildung der Steiner’schen Fläche, in 
welehes die Abbildung der Wendeenrve sich auflöst. Aus dieser Ableitung ist die algebraische Nothwendig- 


1 Siehe die Formeln 13 und 31 bei Clebsch, Bd. 67 von Crelle’s Journal; ferner die Formelu 45 und 49 bei Rosan es, 
Mathem. Annalen, Bd. 6, S. 295 und 297. 
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keit, dass der Ansdruck 19) in vier lineare Factoren zerfällt, nicht ersichtlich, und nur aus der Einsieht zu 
erschliessen, dass der Ort der Punkte, deren zugelörende Gerade zusammenfallen, die vier Doppelgeraden 
der Gruppe (abed) sein müssen. Es ist ferner selbst bei ternären Formen die Identität von 19) mit M nur 
unter Zugrandelegung von speeiellen Formen auf diese Weise zu beweisen, und um so weniger ist daraus die 
allgemeine fundamentale Eigenschaft von M, in Faetoren zu zerfallen, zu ersehen. Mit Hilte des in Rede 
stehenden Satzes von Clebsch in Verbindung mit einigen Sätzen des Herrn Rosanes in seiner sehon eitir- 
ten Arbeit! „Über Systeme von Kegelsehnitten“ gelingt es, in diese Fragen tiefer einzudringen. Da nämlich 
die vier Jacobi’schen Curven dureh dieselben seehs Punkte gehen, so müssen nach einem bekannten Satze 
die Jacobi’schen Curven dieser Curven diese sechs Punkte zn Doppelpunkten haben; da ferner diese Curven 
in die vier Kegelschnitte nnd eine Curve vierter Ordnung M = O zerfallen, so muss, da die Doppelpunkte 
nieht die Durehschnittspunkte der Kegelschnitte mit der Curve M sein können, weil sonst folgen wiirde, dass 
die vier Kegelschnitte durch dieselben Punkte gehen, was bei der Allgemeinheit, in der die Kegelsehnitte 
vorausgesetzt wurden, nieht der Fall ist, und da ferner M = O als Curve vierter Ordnung nur drei Doppel- 
punkte haben kann, M in vier Faetoren zerfallen, und zwar stellen diese Factoren vier Geraden derart dar, 
dass sie drei Punktpaare verbinden, d. h. die Seiten eines vollständigen Vierseits sind. Um nun das Agregat 
dieser Geraden zu erhalten, verfährt man folgendermassen. Ans der Gleichung 17) folgt, dass die Diseri- 


minante 

ap Atb Bite, rd, DÈ, dg A+l, Bite Cda Di, ag A+ big B+ cg C+ d D? 
21) M Atb Bir, CHa DE, gg Aito Bite Otda Di, Ugg A3+b B+C C3 +d, D? 

Az, A +b, B+ ey C tda DE, tt, AS tbog DE, Clt dz Di, dza A3 tbag B+ ezg Ci + dyg D 
identiseh versehwindet. Für diejenigen Punkte x, deren entsprechende Geraden zusammenfallen, müssen 
offenbar anch die Subdeterminanten dieser Diseriminante verschwinden, diese stellen also vier Doppellinien 
dar. Und da in der Gruppe (abed) nur vier solche vorhanden sind, nämlich die Verbindungslinien der drei 
eonjugirten Punktpaare, so folgt von Nenem unsere Behanptung im $. 1. 


8. 4. 


Naeh einem Satze von Rosanes ? stellt auch 


a H uh euh tdi —0, 


wo 
w = — (beu) (bdu) (edu), uhp=(acu)(adu)(edu) 


u} = — (abu) (adu) (bdu), u3 =(abu)(a cu) (b cu) 


die Hermite’sehen Formen bedeuten, einen zerfallenden Kegelsehnitt dar, folglich verschwindet auch die 
Diseriminante 
3 3 3 S B ; 3 a 3 S 3 33 > 3 

it Uhe Ady Aat btk Heo ptd, Qigua Hogt teg up tdg ti 
22) |a ui +b h He U Hda, Aggi H bog Uk Hett Hdg tA, dygt Hig Uh Hegt + dgzuR 

Qy ti Hby Uh Heth tda, Ugg t tbag ti Hegt Hda, agg WA Hogg Uh H Cyg ttr dga tl 
die Bedingung, dass die zwei Geraden in eine zusammenfallen, d. h., dass der Kegelsehnitt in cine Doppel- 
linie ausartet, wird offenbar durch das Verschwinden der Unterdeterminanten von 22) ausgedrückt. Eine 
solehe Unterdeterminante gleich Null gesetzt, stellt augenscheinlich seehs Punkte dar; die eben erwähnte 
Bedingung stellt daher das Verlangen, dass die vier Doppellinien durch diese sechs Punkte gehen sollen. 


1 Matheın. Annalen, Bd. 6, S. 265 f. 
2 Mathem. Annalen, Bd. 6, 8. 303 
1* 
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Nun gilt nach Rosanes ! folgender Satz: 
„Die vier Hermite’schen Formen 

u, 5, ur, O 
gehen aus den vier Jacob r’schen 

A3 ? B} A 3 ’ D: 
durch die Transformationsgleichungen 

A a Au)? 

23) = (Ar), (aAu)" 

2, = Del, (au): 
hervor, während ein Factor vom sechsten Grade in v heraustritt, der, gleich Null gesetzt, die drei conju- 
girten Punktpaare darstellt.“ 


Es entsteht daher, wie schon Herr Rosanes bemerkt 22) aus 21) durch die Substitutionen 23) und wir 
können ohne Weiteres die Bedingungen, welche durch das Verschwinden der Subdeterminanten von 22) aus- 
gedrückt sind, ans den Bedingungsgleichungen, welche durch das Verschwinden der Snbdeterminanten 
von 21) ausgedrückt sind, durch diese Substitutionen entstehen lassen. Das Product der vier Geraden gcht 
daher offenbar in das Quadrat des Productes der sechs Punkte über und wir haben daher eine fundamentale 
Eigenschaft der Combinante M, welche sich in folgendem Satze ausspricht. 


Satz: 


Die Combinante M hat die Eigenschaft, durch die Substitutionen 23) in ein Quadrat überzngehen. 

Bei weitem wichtiger ist unsere Ableitung der vier Doppelgeraden desshalb, weil man aus ihr, wie gezeigt 
wurde, das Product der sechs Punkte leicht herstellen kann, und noch mehr desshalb, weil man aus ihr die 
allgemeine Eigenschaft von M, in Factoren zu zerfallen, erkennt. 


$. 5. 


Wir kommen jetzt zu den Sätzen, die sich als Analoga zu dem Satze von Clebsch repräsentiren, und 
welche ich als Verallgemeinerung von gewöhnlichen Determinanten-Sätzen betrachten zu können glaube. Es 
ist in dieser Hinsicht zuerst der Satz des Herrn Rosanes?” zu nennen, den er in folgender Weise aussprieht: 


„Werden drei Formen mit fi; f; fs, die Variabeln mit x, x, bezeichnet und die Ableitungen durch 
obere Indiees unterschieden, so dass 


ee 


po ZEE re 
Ka? Fr = 92,02’ 
u. 8. w., so hat die Determinante die Form 
11 Ai fii 
rt: 
12 £12 fl2 
fhf y 
2 £22422 
FRF 
Wenn nun vier Formen zten Grades fi, fa, fs, fa gegeben sind, so kann man hiernach aus ihnen vier 
neue bilden, welche bei passender Zeichenwahl 9,, 9%, 93; 9, heissen mögen. Durch denselben Process, 


durch welchen die p aus den f entstanden sind, bilde man vier neue Formen Y, Ya, Yz, Ya aus den 9, 
dann ist 


y=Mf, »eNf, b=MR. y=Mf* 


1 L. e. S. 300. 
2 Crelle’s Journal, Bd. 75, S. 166—171. 
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Für M findet Rosanes den Ausdruck 


ee es 
nn Be N 

24) M= E ls laa Da | 
| 1 2 3 4 


ma pe 2 m: 


Dieser Satz kann, wie schon Rosanes bemerkt, auf beliebig viele Formen ausgedehnt werden, und 
dieser Verallgemeinerung bat Pasch folgende Fassung gegeben: 








„Sind fi, fa». -f A binäre Formen und setzt man, wenn man sich der Bezeichnung bedient: 


gif, 9-1 Ha N 
o T O oni: 


rn 3>} u eh 
hf A) | I! Den Dai 











DA D-NA, DA 


jan See "u X-i 
Oa mT OaE a OEA 


ED o f ao E a O 








25) Deere E E D eh 


Berücksichtigt man die Identität 


m(m—1}(m— 2Y}... (m—A +2} D (fh fh) = Ofe To 


wo 





> Dia, fr Ben 


osr ox’ op! 


nnd m den Grad der Functionen bedeutet, so stellt sich dieser Satz als einfache Erweiterung des folgenden 
bekannten Determinanten-Satzes heraus: 


„Die partiale Determinante (A—I)ten Grades des adjnngirten Systems von D (fi, f,- - -f,) ist das Pro- 
duct von D’-? mit dem Coöffieienten, welchen die entsprechende partiale Determinante des nrsprüng- 
lichen Systems hat.“ 

Es ist nur zu zeigen, dass, wenngleich die Differentialquotienten der x keineswegs die Minoren von 
D(f,, fh) darstellen, die Determinante D(9,, Yg- -- Pii; Pipi ..-9,) dennoch nur der Minor der Reeiproken 


von D(f fa-- fh) ist. Um nicht weitläufig zu sein, wird es geniigen, wenn wir dies an einem einfachen Bei- 
spiele zeigen. Bilden wir nämlich für vier Functionen die Determinante 


DAR) =S Efihfs fy 


und von dieser die vier Unterdeterminanten: 


Pa = Itfi (eiia 
p = Baai 
ER 
p = Aas 


1 Crelle’s Journal. Bd. 80, S. 177—182. 
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so ist z. B., da 
De ee 
Dt 
a =:Hfhfr 
a = 
E 
ee PEE A 
Pa 5 SHARR AIEA faf 
pi EE a EE 


ist 
Sa Sthhh Sshhh 
Damp) it = |Stfhhf th Sae + 
27) Erf Ah SE E Ra 
Sf Rh Sala Saia 
Safafa Raie Saa 
Safa i SENE SE 


+ 


Von der ersten dieser Determinanten überzeugt man sich leicht, dass sie identisch verschwindet, und 
was die zweite anlangt, so übersieht man eben so leicht, dass sie der Coëfficient desjenigen Elementes in der 
Reeiproken von D(fi, fa- f) ist, welchem in dieser das Element f, entspricht. Man erhält daher 


23) D999) =h-Phhhh)- 
Geht man jetzt zu homogenen Formen über, so erhält man in Folge der obigen Identität: 
D (9,99) = e-f D en 
dp) eh D lali 
D (p, PaP) =uh D Goia 
DA E e A Haia 


wenn unter p ein numerischer Factor verstanden wird. 
Es ist selbstverständlich, dass der allgemeinere Satz von Frobenius,! welcher lautet: 


29) 


„Sind f,..-f). Funetionen von x, so ist 
30) D (o, T Yp) = ED Ci ae foe) D f off = En 


wo aje- a% Bie- -Br eine Permutation der Zahlen 1, 2,...à bedeutet und = = ist, je nachdem die 
Permutation zur ersten oder zur zweiten Classe gehört“ 


ebenfalls nichts Anderes als der bekannte Determinanten-Satz ist: 


„Eine partiale Determinante des adjungirten Systems vom Akten Grade ist das Product von D*-! mit 
dem Coöffieienten, welchen die entsprechende partiale Determinante des ursprünglichen Systems in 
JD loai” 


Auch hier möge ein einfaches Beispiel genügen. Bilden wir aus fünf Functionen die Determinante 


D fih) = Zaal E 


1 Crelle’s Journal, Bd. 77, S. 247 und 251. 
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und aus dieser die Minoren 


p= Ie y = E A 
m= Zaa y a = Safi ie A 


= 
so ist z. B. 


Stf fafa Fe Efi fahs B Sthhht 
31) D (959193) = 49,9 93 = | I Ffi hh Sai E Sia fs 
A ERUN 
Sfi hhh Efri hhh SEfihhi t | 
STERN 
SARR SEARRE SAN 


D Fiffi. 


+4 





E 
AR 


Der sehr umfassende Satz des Herrn Frobenius!, der folgendermassen ausgesprochen wird: 





„Sind f,- - fi, Fnnctionen von z und setzt man 


Di Babe). el), Moe, 


32) Dg Deet) = Dies sem D iaoe a a 

hat, so viel bekannt ist, kein Analogon in der Determinantentheorie. Man kann aber ein solches ableiten 
durch folgende Überlegung. Nach dem oben Gesagten ist D(%,, Yı- --Yx) nichts Anderes als ein Minor der 
Reeiproken von D(f, fo. - -A+,), dessen Elemente auf folgende Weise gebildet sind. 

Aus dem Element y), welches eine Unterdeterminante Aten Grades von D(f, fa- - -fi+,) Ist, bildet man 
alle Elemente der ersten Reihe, indem man die letzte Colonne successive durch fı und ihre Ableitungen fi +: 
ersetzt; aus diesen Elementen bildet man wieder die Elemente der zweiten Reihe, indem man in ihnen die 
respective letzten Reihen durch die entsprechenden in der (A+1)ten Reihe von D(f fo- -A4,); aus diesen 
Elementen bildet man abermals die Elemente der dritten Reihe, indem man in ihnen die respective vorletzten 
Reihen dureh die ihnen entsprechenden der (A+2)ten Reihe in D (fis fz- -fit Ersetzt, u. s. w. 

Wir können daher folgenden Satz aussprechen: 


„Ist ein System von Grössen 


du liz Be a) Ani it 
Ag Age ee d2)41 er wen 
aI A2 ll Gi it 


Au, 1 Ulpu, 2? »>» Ey,‘ Gruirte Urpitn 
und bildet man folgende Determinante: 
Ui 


HM. | 
D= | M, Myg- Ma 


| Aa N, .. ‚Ma 


1 L.c. 
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’ 
wo 
M a = E E hi rar 
d M, 
= V 11 
Ms Zá 3 Ani 
3 
d M, 
s 11 
M= gq, +e 
t 
a M, 
DZE m 
21 du; +i: 
d M, 
M,, =L 3 Armi 
Ayi 
2- M, 
ASEE ENT (sa 
Ze eh, wur 
3? M, 
SN 11 s 
My. Zaun ARE u O.+ur 
"rar 
2 
Myg ZN a Artik Dur 
da; Oaz 
27 
M,= ec, T Oaa 
% Be, ee 
so ist 
33) DE Symaar a ESE O a e a A 


Diesem Satze ähnlich, aber leichter zu beweisen, ist der Satz des Herrn Hamburger (Crelle’s Jonrna], 
Bd. 100, S. 390), wenn man ihm folgende Fassung gibt: 
Ans dem Systeme I) bilde man dnreh Combination von beliebigen à Colonnen der ersten à Zeilen die 
Determinante Aten Grades 
a, “i i uoe Ali ip 


lais zir e lzi 


BE aaa 


Gr, AAi e An | 
wo i, ig. . 5, A Zahlen aus der Reihe 1, 2...à+p bedeuten. Führt man ferner zur Abkürzung 


W= en NN en 


ein, so dass 
M«=M ud M,=0 


ist, wenn ¿< ì-+-1 und k von ¿ verschieden ist, dann ist unter der Voraussetzung, dass M von Null verschie- 
den ist, 


MM... M 


| 1 
34) M, j N 2 we en Man .. Ya 


I. Ma 
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: 8. 6. 


Der im vorigen Paragraplı eitirte Satz ist, wie schon Rosanes selbst bemerkt, sowohl in Bezug auf die 
Anzahl der Variabeln, als auch in Bezug auf den Grad der Ableitungen der Erweiterung fähig. In der That 
hat Paseh in der sehon eitirten Arbeit diese Erweiterung gegeben. Setzt man nämlich 


d 0° N N `N N N PAN s N 
aan +.. =, edn=er, E= 
| 2 
und 
Def. With dh. o 
WO Ys 4... . Willkürliche Grössen bedeuten, so lautet der allgemeinere Satz nach Paseh 
35) er) Dede 
Wenn A=%—1 ist, so geht diese Gleichnng in 
36) Dies or ea 1 Dif.--h 
über, und diese Gleichung ist die Verallgemeinerung des Satzes von Rosanes. Setzt man 
ef 
_ a, Om sso Af 
37) Dina) f Ph- h =L 


| 
und adjungirt die Gleichungen: 
38) el el el, 
so stellt bekanntlich L = 0 die Coineidenzenrve des Büschels 
39) htaht:.: Taf =0 
dar, d. h., die Curve, welehe durch die (A—1)fachen Berührungspunkte der Curven dieser Schaar mit der 
Curve Fix,...)=0 geht. Bildet man die à Unterdeterminanten von Z, genommen naeh den Elementen der 
letzten Reihe und bezeichnet allgemein 
no M 

= Oji aaa O Gean aae OT E 
ee O a N 
so stellen diese ọ glecieh Null gesetzt, nach Adjungirung der Gleichungen 38) die Coineidenzenrven der respec- 
tiven Büschel 
40) fit efit o. teaf-ı + tifi t -e Hah = O. 

Die Coincidenzenrven der à Biüsehel 
41) PH apt -u Haa pit pt ap 0 
sind respeetive 
42) =D. para p) = 0. 
Adjnngirt man in 36) die Gleiehnngen 38), so erhält man 
a ne 
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d. h. den Satz: 
e 
„Die Coincidenzeurven der Büschel 41) setzen sich ans den gegebenen Curven und der Coineidenz- 


enrve des Biisehels 39) zusammen.“ 
Herr Brill,! der diesen Satz aufgestellt hat, spricht denselben folgendermassen aus: 


„Gruppirt man die à Curven f=0 zu à Sehaaren von je A—1 nnd sucht diejenigen Unrven einer sol- 
chen Schaar, welche F(ìÀ—2)punktig berühren, so lässt sich dureh die Bertihrungspunkte eine Curve 9 
legen, welche ausser in diesen /" nur noch in den festen Punkten der f und den singulären Punkten trifft. 
Jede Schaar liefert so eine Curve ọ, welehe zusammen wieder eine Schaar von A Curven bilden. Auf 
letztere kann man dieselbe Operation, welehe man auf die f angewendet hat, abermals anwenden, nnd 
die hervorgehenden bewegliehen Curven sind dann keine anderen, als die f, von denen man ausging.“ 


Bir i= 3 ist z. B. 














dh dh 9% ; 
h h ERT 2 aa 
43) D = — : 
a h 9, 9; | 
la Ajal a2, an T. | da, da, da, | 
wenn man die Gleichungen 
44) ee) el 
adjungirt, 
ar al IF 
af, of, af, | 
45) m= | EEA dx, 92, =(Fph) 
ah fa dfa 


0m, da, 32, 


Ebenso ist unter Adjungirung von 44) 


.=(ffih), 3 = Uhh) 


RS 


Bildet man jetzt die Formen 
N u 
09, dp; 


p, = Pz Pa| p, = ma yl 
; | 2ps 99, 


(De 
ðo, 00, | j 
Kr nRa 














uud adjungirt wieder die Gleichungen 44), so gehen dieselben tiber in 

46) D = (Fpp) D, = ppi) Py = (F9, 9a) 

und man erhält demnach unter der Voraussetzung von 44) die Gleichungen nach dem obigen Satze: 
47) G S= a 0, oa, = u, 


In diesem Sinne ist wohl aneh der Satz des Herrn Brill in der Anmerkung zur eitirten Arbeit anfzufassen, 
denn dass die Formeln 47) keine Identitäten, wie es aus dem Satze in dieser Anmerkung hervorzugehen 
scheint, sein können, iiberzeugt man sich auf folgende Weise. Wegen der bekannten Identität: ? 


(aa'aa) ast (aaa) +(uca)a, = (aa a)i 


1 Mathem. Annalen, Bd. 4, S. 597. 
2 Siehe Clebsch-Lindemann, S. 456 und 468. 
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folgen die Identitäten 
da) (Pi Pe Pa) E 
Ehl tE Rela) EU faaie = Vaioli) 


Diese würden unter Benützung von 46) und 47) die Identität liefern 


Milala L = (91 9293) 


was nicht möglich ist, da, wenn man anuiınınt, dass F mit den f; von derselben Ordnung ist, nach dem Satze 
von Clebsch 


48) 


Mai 


ist und M seiner Natur nach unmöglich dureh (f, ,f2, fz) theilbar sein kann. 


En 


Zum Sehlusse will ich noeh einen Satz beweisen, der vielleicht nicht ohne Interesse sein dürfte. Es seien 
wieder vier quadratische Formen f, fz, fs, fa gegeben nnd, sowie früher ihre Funetionaldeterminanten ?,, 9, 
Y3, p, und die aus diesen gebildeten Funetionaldeterminanten durch ®,, ®,, P}, P, bezeichnet. Es sind 
bekanntlieh 

0,00 0, 9,0, 


beziehungsweise die Orter der Pole, deren gerade Polaren in Bezug auf die respectiven Curven 


Oo a 0 NV 

er EN E= 

pı =0 p =0 p, =0 

eo. 095,0 
sich in einem Punkte schneiden. Den & entsprechen eindeutig die Steiner’sehen Curven als Örter diese 
Sehnittpunkte. Da wir nun wissen, dass die ® ganz speeielle Eigenschaften haben, so liegt es nahe, auch 
die ihnen eindeutig entspreehenden Cnrven zu untersuehen. Der Kürze halber bezeiehnen wir die Steiner’- 
schen Curven durch S und unterscheiden dieselben durch Indices. Zunächst ist klar, dass aueh die S eine der 
Curve M=0 entsprechende allen gemeiuschaftliehe Curve, die wir mit M bezeichnen wollen, enthalten. Die 


Ordnung dieser Curve ist offenbar, wenn man die Ordnungszahlen von ® und S berücksichtigt, gleich acht. 
Die anderen Curven, welehe respective den Curven 


wel, nel Ze, 


entsprechen, sind demnach von der vierten Ordnung. Diese zwei Systeme von Cnrven können nicht verschie- 
den sein und einander eindeutig entsprechen, denn es müsste sonst der Schnittpunkt f, = 0, f} = 0 z. B. da 
er der Pol ist, dessen geraden Polaren in Bezug aller Cnrven ọ = 0 sieh in einem Punkte schneiden, der 
Schnittpunkt aller vier Curven f = O sein. Würde man, um diesen Widerspruch zu heben, annehmen, dass 
die Sehnittpunkte der f = O auf der Curve M = O liegen, so wiirde man auf den Widerspruch stossen, dass 
die Curven f = 0 mit M = O in mehr als in aeht Punkten sieh schneiden. Es folgt daher, dass die Curven 
vierter Ordnung niehts Anderes als die Quadrate der f sind. Wir wollen aber beweisen, dass auch die Form 
M das Quadrat M ist. Zu diesem Behufe reeurriren wir auf die charakteristisehe Eigenschaft von M, im 
vier Gerade zu zerfallen, welche Doppelgeraden in der viergliedrigen Gruppe sind. Die Natur dieser Geraden 
bringt es mit sich, dass die ihnen entspreehende Curve M = O das Quadrat einer Curve vierter Ordnung sein 
muss. Da zwei Curven, welche sich gegenseitig eindeutig entsprechen, bekanntlich dasselbe Geschlecht 
haben, so folgt daraus, dass auch diese Curve vierter Ordnung in vier Geraden zerfallen n.nss. Wären aber 


m* 
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diese vier Geraden andere als die dureh M =O dargestellten, so würde daraus folgen, dass in der vier- 
gliedrigen Gruppe mehr als vier Doppelgeraden sind, was nicht der Fall ist; es muss daher 

M = USE 


sein. Alles zusammengefasst, liefert nun den 


Satz: 


Dic vier Steiner’sehen Curven, welehe die vier quadratischen Formen liefern, stellen sich folgender- 
massen dar: 


S, = C.f. M 
S= C.f DE 
S = G 
S = O Mn 


neun 


